




 Définition :  

 

 Un pendule simple est formé d’un fil inextensible de longueur l et de 

masse négligeable , porte à l’une de ces deux éxtrémités une masse 

ponctuelle ( Particule ) de masse m . 

 On néglige la résistance de l’air ( Frottement )  . 



 Mouvement : On écarte le pendule d’un angle 𝜃𝑚 , et on le l𝑎 che 

sans vitesse initiale 𝜃′0 = 0 . La particule ( B ) effectue des 

oscillations libres non amorties entre −𝜃𝑚 et +𝜃𝑚 . 

     ( Mouvement harmonique simple ) . 

 

 Le sens positif de rotation est ou bien choisit dans le 

donnée du question , ou bien par nous . 



 Etude théorique: 

 

Expréssion de l’énérgie mécanique : 

Sys : { Pendule simple , terre } , 

 

𝐸𝑚 = 𝐸𝐶 + 𝐸𝑃𝑃 =
1

2
𝐼𝜃′2 + 𝑚𝑔𝑍 , 

 

Or , Z est positif car le mouvement de la 

particule est toujours au –dessus du niveau 

de référence de l’𝐸𝑃𝑃  . 
 

 𝑍 = + = 𝑃𝐵 = 𝑂𝐵 − 𝑂𝑃 

 

 Mais , 𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑂𝑃

𝑂𝐴
=

𝑂𝑃

𝑙
⇒ 𝑂𝑃 = 𝑙𝑐𝑜𝑠𝜃 , 

      Et OB =l , donc : 

 𝑍 = 𝑙 − 𝑙𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃 ) 



 Le moment d’inertie d’une particule par rapport à un axe distante de L est 𝐼 = 𝑚𝐿2 

 On aura : 𝐸𝑚 =
1

2
𝑚𝐿2𝜃′2 + 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃) . 

 

 

 Rq:  Si 𝜃𝑚 est faible , càd  𝜃𝑚 < 100 = 0.17 𝑟𝑑 , on considère : 

 

               𝑐𝑜𝑠𝜃 = 1 −
𝜃2

2
 ( en rd )  , et 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝜃 ( en rd ) . 

On suppose que 𝜃𝑚 𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑎𝑖𝑏𝑙𝑒  , alors : 𝐸𝑚 =
1

2
𝑚𝐿2𝜃′2 +

𝑚𝑔𝑙

2
𝜃2 . 

 

 

 Equation différentielle: 

 

𝑓𝑟 = 0 ⇒ 𝐸𝑚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 ⇒
𝑑𝐸𝑚

𝑑𝑡
= 0 , 

Donc: 
1

2
𝑚𝐿22𝜃′𝜃" +

𝑚𝑔𝑙

2
2𝜃𝜃′ = 0 simplifié par 𝑚 𝑙 𝜃′ , on aura : 

 

𝐿𝜃" + 𝑔𝜃 = 0 ⇒ 𝜃" +
𝑔

𝑙
𝜃 = 0 . 



 On peut faire le remplacement en 𝜃 , après détérminé l’équation différentielle , 

càd : pour 𝐸𝑚 =
1

2
𝑚𝐿2𝜃′2 + 𝑚𝑔𝑙 1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃 =

1

2
𝑚𝐿2𝜃′2 + 𝑚𝑔𝑙 − 𝑚𝑔𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃) 

 
𝑑𝐸𝑚

𝑑𝑡
= 0 ⇒

1

2
𝑚𝐿22𝜃′𝜃" + 0 + 𝑚𝑔𝑙(𝜃′𝑠𝑖𝑛𝜃) = 0 , 

 

Alors : 𝐿𝜃" + 𝑔(𝑠𝑖𝑛𝜃) = 0 ⇒  𝜃" +
𝑔

𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 mais 𝜃𝑚 faible , alors 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝜃 𝑟𝑑 , 

Donc  : 𝜃" +
𝑔

𝐿
𝜃 = 0 , C’est la m𝑒 me. 

 

 C’est une équation différentielle du second ordre et de la forme 𝜃" + 𝜔0
2𝜃 = 0 , 

avec 𝜔0
2 =

𝑔

𝐿
⇒ 𝜔0 =

𝑔

𝐿
 , et de période propre 𝑇0 =

2𝜋

𝜔0
= 2𝜋

𝐿

𝑔
  . 



 Etude théorique: Deuxième loi de Newton : 

 

Sys : { Particule } , Force extérieurs :  Poids 𝑚𝑔  , et réaction de l’axe de 

rotation : 𝑅 , le sens positif de rotation est le sens trigonométrique . 

 𝑀𝐹𝑒𝑥𝑡 =
𝑑𝜎

𝑑𝑡
 ⇒ 𝑀𝑚𝑔 + 𝑀𝑅 = 𝐼𝜃“ 

 

Alors : −𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃 + 0 = 𝑚𝐿2𝜃“ ,  
 

Le moment de 𝑅 est nul car elle passe par l’axe . 

 

Donc : 𝐿𝜃" + 𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 ⇒ 𝜃" +
𝑔

𝐿
(𝑠𝑖𝑛𝜃) = 0 

Mais 𝜃𝑚 𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑎𝑖𝑏𝑙𝑒 , 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 ∶ 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝜃 (𝑟𝑑) , 
 

Donc : 𝜃" +
𝑔

𝐿
𝜃 = 0  ( m𝑒 me équation ) . 



 Problème fondamentale: 

 

Un pendule simple est formé d’un fil inextensible de longueur L et de masse 

négligeable porte à l’éxtrémité inférieur une particule ( S ) de masse m . Le niveau 

de référence de l’énérgie potentielle de pesanteur est un plan horizantale passant 

l’éxtrémité supérieur B de la fil . On écarte ( S ) d’un angle 𝜃𝑚 = 0.12𝑟𝑑 , puis on 

le l𝑎 che sans vitesse initiale à 𝑡0 = 0 . À un instant t quelconque , la position 

angulaire de ( S ) est détérminer par l’angle 𝜃 , et sa vitesse angulaire est donnée 

par 𝜃′ =
𝑑𝜃

𝑑𝑡
 . Prendre 𝜋2 = 10 . 



 Partie : A 

 

1. Ecrire l’éxpréssion de l’énérgie mécanique du système étudié en fonction de m , 

L , g et 𝜃′ . 
 

Sol:  Sys: { Pendule simple , terre } , 𝐸𝑚 = 𝐸𝐶 + 𝐸𝑃𝑃 =
1

2
𝐼𝜃′2 + 𝑚𝑔𝑍 

 

𝐸𝑚 =
1

2
𝑚𝐿2𝜃′2 − 𝑚𝑔 𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃  . 

 

2. Etablir l’équation différentielle qui régit le mouvement de ( S ) . On néglige les 

frottements . 

 

Sol:  Sys : { Pendule simple , terre } , 𝑓𝑟 = 0 , donc 𝐸𝑚 = 𝑐𝑡𝑒 ⇒
𝑑𝐸𝑚

𝑑𝑡
= 0 

Alors : 
1

2
𝑚𝐿22𝜃′𝜃" + 𝑚𝑔𝐿𝜃′𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 ⇒ 𝐿𝜃" + 𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 ⇒ 𝜃" +

𝑔

𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 . 

 

Mais 𝜃𝑚 = 0.12𝑟𝑑 < 0.17𝑟𝑑 , alors 𝜃𝑚 est faible , donc 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝜃(𝑟𝑑) ,  
 

Parsuite 𝜃" +
𝑔

𝐿
𝜃 = 0 . 



3. La solution de cette équation différentielle est 𝜃 = 𝜃𝑚cos(𝜔0 𝑡 + 𝜑) . 
Détérminer l’éxpréssion de 𝜔0 , et la valeur de 𝜑 . 

 

Sol:  

 𝜃" +
𝑔

𝐿
𝜃 = 0  

c’est une équation différentielle du second ordre de la forme 𝜃" + 𝜔0
2𝜃 = 0 , de 

solution𝜃 = 𝜃𝑚cos(𝜔0 𝑡 + 𝜑) ⇒ 𝜃′ = −𝜔0𝜃𝑚sin(𝜔0 𝑡 + 𝜑) 
 

Alors 𝜃" = −𝜔0
2𝜃𝑚cos(𝜔0 𝑡 + 𝜑)= −𝜔0

2 𝜃 , Donc : 𝜃" + 𝜔0
2𝜃 = 0 , 

 

Alors on a vérifier par identification que 𝜔0 dans la solution donée est celle dans 

la forme de l’équation différentielle , alors 𝜔0 =
𝑔

𝐿
 . 

 

 À 𝑡0 = 0 , on a 𝜃 = 𝜃𝑚 , 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 ∶  𝜃𝑚 = 𝜃𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑, alors 𝑐𝑜𝑠𝜑 = 1 , 

Alors 𝜑 = 0  . 
 

 Donc : 𝜃 = 0.12cos(
𝑔

𝐿
 𝑡 ) . 



4. Montrer que les oscillations sont indépendantes de la masse m de ( S ) . 

 

Sol: La période des oscillations est 𝑇0 =
2𝜋

𝜔0
= 2𝜋

𝐿

𝑔
 , 𝑇0 sont indépendante de la 

masse m de ( S ) .                                              C.q.f.d 

 

5. On mesure le temps de 10 oscillations , on le trouve 20 ( s) . 

 Détérminer la longueur L du pendule . 

 

Sol: 10𝑇0 = 20 , alors : 𝑇0 = 2(𝑠) , donc 2𝜋
𝐿

𝑔
= 2 ⇒

𝜋2𝐿

𝑔
= 1 ⇒ 𝐿 = 1𝑚 . 

 

6. Tracer l’allure de 𝜃 𝑒𝑡 𝜃′ en fonction du temps . 

Sol: 

𝜃 = 0.12cos( 10 𝑡 ) et 𝜃′ = −0.12 10𝑠𝑖𝑛( 10 𝑡 )  





 Partie:B 

 
En réalité le frottement n’est plus négligeable , et la puissance du frottement est 

𝑃𝑓𝑟 = −𝐶𝜃′2 avec C est une constante positive . 

 

1. Utiliser la relation 
𝑑𝐸𝑚

𝑑𝑡
= 𝑃𝑓𝑟 , pour détérminer l’équation différentielle . 

 

 Sol: Sys: { Pendule simple ,terre } , 

 

𝐸𝑚 = 𝐸𝐶 + 𝐸𝑃𝑃 =
1

2
𝑚𝐿2𝜃′2 − 𝑚𝑔𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃) , 

𝑑𝐸𝑚

𝑑𝑡
= 𝑃𝑓𝑟 , alors 

1

2
𝑚𝐿22𝜃′𝜃" + 𝑚𝑔𝑙𝜃′𝑠𝑖𝑛𝜃 = −𝐶𝜃′2 ,  

 

Alors 𝑚𝐿(𝐿𝜃" + 𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃) = −𝐶𝜃′ ⇒ 𝐿𝜃" + 𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 +
𝐶

𝑚𝐿
𝜃′ = 0 

 

Donc : 𝜃" +
𝐶

𝑚𝐿2
𝜃′ +

𝑔

𝐿
𝜃 = 0 , ( car 𝜃𝑚 𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑎𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝜃(𝑟𝑑)) . 

 

C’est l’équation différentielle . 



2. Vérifier la deuxième loi de Newton . 

 

Sol: Sys : { ( S ) } , Mot – clé  Idée : chercher  𝑀𝐹𝑒𝑥𝑡 =? ? 

 

Càd :  𝑀𝐹𝑒𝑥𝑡 = 𝑀𝑚𝑔 + 𝑀𝑅 + 𝑀𝑓𝑟  , Or la réaction 𝑅 passe par l’axe et sont 

moment est alors zéro . 

Donc :  𝑀𝐹𝑒𝑥𝑡 = −𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃 + 0 − 𝐶𝜃′ = −𝑚𝑔𝑙𝜃 − 𝐶𝜃′ 

 

D’après l’équation différentielle on a: 

 

𝑚𝐿(𝐿𝜃" + 𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃) = −𝐶𝜃′ , sin 𝜃 = 𝜃 alors  

 

𝑚𝑔𝑙𝜃 + 𝑚𝐿2𝜃" = −𝐶𝜃′ ⇒ −𝑚𝑔𝑙𝜃 − 𝐶𝜃′ = 𝑚𝐿2𝜃" 
 

Donc  𝑀𝐹𝑒𝑥𝑡 = 𝐼𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑒𝜃" =
𝑑𝜎

𝑑𝑡
  .                C.q.f.d 


